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考虑软土结构性损伤的柱形孔扩张理论分析 
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摘  要：采用考虑结构性损伤的四折线应变软化模型，针对管桩沉桩过程中产生的挤土效应，得出改进的柱形孔扩张理论解，

并与已有模型进行对比分析，结果表明，简化的四折线模型与软土的典型压缩曲线最为接近，提出了四折线模型中各直线段

和相应参数的确定方法。采用 Mohr-Coulomb 屈服准则和相关联流动法则，提出了桩周不同区域内土体的应力、应变计算公

式，给出了极限软化半径、极限破坏半径和极限扩张压力的计算方法。结合工程实例，通过对比分析发现，四折线模型的位

移计算值与实测值最为接近，能更好地符合管桩挤土效应的实际情况。 
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Analysis of cylindrical cavity expansion theory considering  
damage of soft soil structure  

 
LEI Hua-yang1, 2，DING Xiao-dong1，ZHANG Wan-chun1 

(1. School of Civil Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China;  
2. Key Laboratory of Coast Civil Structure Safety of Ministry of Education, Tianjin University, Tianjin 300072, China) 

 

Abstract：Using four-fold line strain softening model which considers the structure damage, according to the effect of squeezing soil 
when pipe sinking, the improved cylindrical cavity expansion theory is deduced; and it is compared with the existing models; the 
results indicate that the simplified four-fold line model is proximate with the typical compressing curve; and the method for 
determining each line and relevant factors is put forward. The formulas of stress and strain for each region around pile and the method 
for determining ultimate softening radius, ultimate destructive radius and ultimate expanding press are obtained by using 
Mohr-Coulomb yield criterion and associated with flow rule. On the basis of engineering case study, the improved cylindrical cavity 
expansion theory using four-fold line strain softening model is compared with the existing models; the results indicate that the 
displacement calculation of four-fold line model is the closest to the measured value; so the model can satisfy the practical 
engineering of squeezing soil more effectively. 
Key words: soft soil structure; damage; cylindrical cavity expansion; pipe pile; four-fold line model 

 

1  引  言 

管桩在我国的应用越来越广泛，其在承载力、

抗弯、抗拔性能方面有显著的优越性。然而管桩施

工会引起明显的挤土效应，桩周土体被压密，改变

了桩周土体的位移和应力状态[1]，会影响建筑物、

地下管线等的正常使用。 
随着工程实践的发展，学者们对管桩挤土效应

的理论研究也越来越深入。柱形孔扩张理论是分析

沉桩对周围土体影响的一种重要方法，Buuterfield
等[2]率先将一维平面应变下的柱形孔扩张理论引入

沉桩挤土效应的问题中。Vesic[3]进行了弹塑性假定，

得到了柱形孔扩张问题的基本解答。由于软土的压

缩曲线存在显著的应变软化阶段，因而在推导柱形

孔扩张理论时有必要考虑软土的结构性损伤。蒋明

镜等[4]（1995）在考虑应变软化的基础上提出了应

力一次跌落应变软化模型，得到了不同软化程度对

柱形孔扩张时应力场、位移场及塑性区开展规律的
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影响。姜珂[5]、方万军[6]、孙渝刚[7]采用三折线软化

模型，推导了柱形孔扩张问题的理论解答，同时分

析了不同因素的影响。 
前人对于结构性损伤的考虑集中在应力一次跌

落应变软化模型和三折线应变软化模型，本文拟在

考虑软土结构性损伤的前提下，采用简化的四折线

应变软化模型，通过 Mohr-Coulomb 屈服准则和相

关联流动法则，推导出改进的柱形孔扩张理论计算

分析方法，并与前人的研究成果进行对比。 

2  应变软化四折线模型 

对于柱形孔扩张理论，考虑软土的结构性损伤

时，依据结构性软土应变软化的典型应力-应变关系

曲线，可通过四折线模型将其分为四个阶段：即弹

性阶段 OA，此时土体的应力小于峰值应力，应力-

应变基本呈线性关系；第 1 塑性破坏阶段 AB，土体

的应力达到峰值应力后出现屈服台阶，应力保持不

变，应变继续增大；软化阶段 BD，应变增大到一

定程度后，应力开始减小，呈应变软化现象；第 2
塑性破坏阶段 DE，应力减小到残余应力，达到完

全塑性状态，如图 1 所示。与三折线模型相比，四

折线模型多了一个塑性破坏阶段，其应力-应变关系

与实际的应力-应变关系更为接近。 
 

 
图 1  应变软化四折线模型的确定 

Fig.1  Determination of four-fold line strain  
softening model 

 

应变软化四折线模型各直线段及其相应参数可

通过如下方法获得：对压缩试验曲线的上升段，过

原点 O 作切线交峰值应力强度处的水平切线于 A
点；作曲线下降段拐点 C 的切线，交峰值强度处的

水平切线于点 B，交残余强度处点 E 的延长线于点

D，连接上述各点即可得到简化四折线应变软化关

系曲线。 
假设 A 点的应变为 1 ，B 点的应变为 2 ，D 点

的应变为 3 ，同时令 

2

1

=





                （1） 

3

2

=





                （2） 

式中：  为软化区初始阶段应变与第一塑性破坏区

结束阶段应变的比值， 为第二塑性破坏区初始阶

段与软化区结束阶段应变的比值。 
柱形孔扩张理论中，随着内压力的逐渐增大，

孔外介质分为 4 个区域：弹性区、第 1 塑性破坏区、

软化区和第 2 塑性破坏区，如图 2 所示。 
 

 
图 2  采用四折线应变软化模型时桩周土体的分区 

Fig.2  Regions around pile using four-fold line  
strain softening model 

 

变软化四折线模型的基本假定为：（1）土体为

均质、各向同性的无限介质；（2）土体具有均布的

内压力 0p ；（3）土体材料屈服服从修正后的相应屈

服准则。 
采用 Mohr-Coulomb 屈服准则，当土体开始产

生损伤，进入第 1 塑性破坏状态时，采用第 2 屈服

函数： 

1 s 0F p               （3） 

其中 s
1 sin 2 cos
1 sin 1 sin

cp 


 


 
 

，  

式中：c，φ 为土体的初始黏聚力和内摩擦角。 
土体进入线性软化阶段时，采用第 2 屈服函数： 

2 s ( | ) 0
pRF p w                （4） 

式中：w 为软化系数。 
土体进入第 2 塑性破坏阶段时，采用第 3 屈服

函数： 

3 1 2 s 0F k k p              （5） 

式中： 1k 、 2k 为损伤参数，分别为 
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r s

1 sin
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          （6） 

式中： rc 、 r 分别为土体的残余黏聚力和残余内摩

擦角。 
软化阶段和破坏阶段采用非相关联流动法则来

考虑土体的剪胀性，分别满足如下公式： 
第 1 塑性破坏阶段： 

1

1
1

1d

d f







               （7） 

软化阶段： 
1p

p h







                （8） 

第 2 塑性破坏阶段： 
2

2
2

1d

d f







               （9） 

式（7）～（9）中： 1d
 、 2d

 及 p
 分别为第 1、2

塑性破坏区和软化区的径向应变； 1d
 、 2d

 及 p
 分

别为第 1、2 塑性破坏区和软化区的环向应变；f1、

f2分别为第 1、第 2 塑性破坏区的剪胀率；h 为软化

区的剪胀率，剪胀率与各阶段土体的内摩擦角有关，

第一塑性阶段和软化阶段的内摩擦角都取为峰值强

度得到的值，第二塑性破坏阶段的内摩擦角根据残

余强度求得。 

1

r
2

r

1 sin
1 sin

1 sin
1 sin
1 sin

   
1 sin

f

h

f









  


 

 


 
 

          （10） 

3  柱形孔扩张问题的理论推导 

柱形孔扩张问题属于平面应变轴对称问题，可

以采用极坐标进行解答，公式推导如下： 平衡微分

方程为 
d

0
d

    
 


            （11） 

几何方程为 
d
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
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
  



  

           （12） 

物理方程为 
2

2

1 ( )
1

1 ( )
1
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  
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 
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      （13） 

相容方程为： 
22

2

1 0
 

  
   

         （14） 

3.1  弹性区解答 
根据弹性力学知识，由式（11）～（14），结合

柱形孔内表面边界条件
0

( ) R p    可得应力和位

移的表达式为 
2
0
2

2
0
2

R p

R p












 



  

            （15） 

2
01 R pu

E





            （16） 

在弹性区 eD 内，考虑土体内初始应力为 0p ，

式（15）可近似化为 

 

 

2
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0 02

2
0

0 02

R p p p

R p p p




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
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

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       （17） 

由式（16）可近似得到考虑初始应力 0p 的弹性

区位移解为 

   
2
0

0

1 Ru p p
E





          （18） 

将式（18）代入式（12）可得： 

2
0
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2
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1 ( )
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R p p
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R p p
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       （19） 

在弹性区和第 1 塑性破坏区的分界面处，满足

第 1 屈服函数，则可得到分界面处应力和应变分别

为 

1

1

0 s

0 s

2 1|
1 1

2 1|
1 1

d
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p p

p p

 

 


 


 





    

 
  

     （20） 
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 （21） 

3.2  第 1 塑性破坏区解答 
在第 1 塑性破坏区内，由式（3）和式（11）可

得： 

s

11d
d

p


  
  


           （22） 

上式为一阶线性非齐次微分方程，由边界条件

式（20）可得： 

11
1 s

0 s
2 1

1 1 1
dR pp p







   


  

        
 （23） 

将式（23）代入式（3）可得： 
11

1 s
0 s

2 1( )( )
1 1 1

dR pp p 
    


  

  
 （24） 

第 1 塑性破坏区的应变可以表示为 

1

1

1

1

d

d

d
R

d
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   

   

  

  




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由式（7）、式（12）、式（21）和式（25）可       
得： 

1

1 1

d 11
d
u u f A

f f
 

 


           （26） 

式中 0 s
1 1 1

1 1
A p p

E
 

 
  

    
。 

由边界条件
1 1dR du R A   可求得式（26）的位

移解为 

1

1

11 1
1

1 1

1 2
1 1

f
d

d
Rf fu A R A

f f 
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  （27） 

将式（27）代入式（12）可得到应变解为 
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  （28） 

假设在第 1 塑性破坏区与软化区的分界面处满 
足

1p dR R      ，则由式（21）和式（28）可

得： 
1
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       （29） 

3.3  软化区解答 
在软化区内，由塑性增量本构理论可知： 

p

p

p
R

p
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          （30） 

由式（8）、式（12）、式（28）和式（30）可得： 

d 1
d
u u h A

h h
   
 


           （31） 

式中： 1 1 1 1

1 1 1

1 ( 1) 1
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1 2 1
f f f f
f f f

 
  

  
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。 

根据第 1塑性破坏区中的边界条件
pR

u 
可得

其位移解为 
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                                       （32） 
将式（32）代入式（12）得： 
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                                       （33） 
将式（28）、式（33）代入式（30）可得： 
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                                       （34） 
由式（4）、式（11）和式（34）可得： 
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  （35） 

结合第 1 塑性区应力的边界条件可得： 
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将式（36）代入式（4）可得： 
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（37） 

假设在软化区与第 2 塑性破坏区的分界面处满

足
2d pR R      ，则由式（28）和式（33）可

得 
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    （38） 

3.4  第 2 塑性破坏区解答 
与软化区的推导过程类似，可得到第 2 塑性破

坏区的位移、应变和应力的计算公式如下： 
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其中 
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（42） 

4  极限扩张半径与极限扩张压力值 

采用四折线模型时，柱形孔扩张后体积应满足

如下的关系： 

1 2e d p dV V V V V              （43） 

式中： V 为扩孔体积变化值； eV 为弹性区体积

变化值； 1dV 为第 1 塑性破坏区体积变化值； pV
为软化区体积变化值； 2dV 为第 2 塑性破坏区体积

变化值。 
则可得： 
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  （44） 

由弹塑性力学知识可知，空间问题的体应变为 

z                  （45） 

由于柱形孔扩张理论研究的是平面应变问题，

则 =0z ，上式可变为 

                 （46） 

第 1 塑性破坏区的体积变化值为 
1 

1  
2π dd

p

R
d R
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由式（28）、（46）和式（47）可知 
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与第 1 塑性破坏区相似，可得到软化区和第 2
塑性破坏区的体积变化值分别为 
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将式（48）～（50）代入式（44），并略去
pRu 

的二阶平方项，可得： 
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由式（29）、式（38）和式（51）可以求得极限

第 1 塑性破坏区半径 1dR 、软化区半径 pR 与极限第

2 塑性破坏区半径 2dR 。 
由于在软化区与第 2 塑性破坏区分界面 pR 

处的应力连续，由式（36）和式（41）可得： 
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由上式可以得到土体的极限扩张压力值为 
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5  对比分析 

为了与不考虑软土结构性损伤的理想弹塑性模

型[2]、考虑软土结构性损伤的应力一次跌落应变软

化模型[4]及其三折线应变软化模型[8－10]进行对比，

依据天津某软土场地 PHC 管桩基础工程进行现场 
 

测斜监测，测斜点距桩中心的距离为 2、4、8 m，

监测的深度为 27 m，地下水位埋深为-2.8 m，对   
10 m 深度处土体通过固结不排水三轴试验得到相

关参数，用上述四种方法进行塑性半径、软化半径、

极限扩张压力及理论水平位移的计算，并与实测位

移进行比较，相关土层的物理力学性质见表 1，不

同模型的参数见表 2。 
PHC 管桩的外径为 0.5 m，假定扩张后的孔径

为 0.6 m，通过对四种模型的柱形孔扩张理论进行

计算[11]，可得到塑性区半径、软化半径、极限扩张

压力及 2、4、8 m 处的水平位移，见表 3。 
 

表 1  土层物理力学参数表 
Table 1  Physical parameters of soil 

土层名称 
平均厚度 

/m 
黏聚力 

/kPa 
内摩擦角 

/(°) 
含水率 

/% 
天然重度

/(kN/m3) 

冲填土 4 3.0 25.6 21.8 19.2 

淤泥质黏土 5 10.9 9.6 30.9 18.2 

淤泥质粉质黏土 5 10.0 7.5 48.3 17.3 

表 2  模型参数  
Table 2  Parameters of different models  

模型类别 内摩擦角 φ/(°) 黏聚力 c/kPa 残余内摩擦角 φcr/(°) 残余黏聚力 ccr/kPa 泊松比 μ 弹性模量 E/MPa γ δ β 

四折线模型 3.075 1.187  

三折线模型   1.46 

应力一次跌落模型 

8.6 11.4 

   

理想弹塑性模型 

12.1 14.6 

  

0.42 5 

   
注：γ 为四折线模型中开始软化处的应变与第 1 塑性区开始屈服处应变的比值；δ 为四折线模型中第 2 塑性区开始屈服处应变与开始软化处应变的比值；

β 为三折线模型中开始进入塑性区处应变与开始软化处应变的比值，内摩擦角、黏聚力、残余内摩擦角和残余黏聚力通过固结不排水试验得到。 
 

表 3  不同模型的计算结果 
Table 3  Results of different models 

模型类别 塑性半径/m 软化半径/m 极限扩张压力/kPa 2m 处水平位移/mm 4m 处水平位移/mm 8m 处水平位移/mm 

第一塑性破坏区 2.73 
四折线模型 

第二塑性破坏区 1.10 
1.25 289.4 123 41 24 

三折线模型 1.9 2.63 266.3 147 59 40 
应力一次跌落模型 3.2  231.2 155 60 41 
理想弹塑性模型 2.2  296.9 96 30 18 

实测值    132 50 32 

 
由表 1、2 可知，固结不排水三轴试验得到的  

内摩擦角和黏聚力与固结快剪的试验结果相比较

大，10 m 处土体为淤泥质粉质黏土，其应力-应变

曲线为典型的应变软化型，具有较强的结构性。由

表 3 可知，应力一次跌落模型的塑性半径最大，四

折线模型和三折线模型的相差不大，理想弹塑性模

型的最小；理想弹塑性模型的极限扩张压力最大，

其次是四折线模型、三折线模型、应力一次跌落模

型；四折线模型和理想弹塑性模型的位移计算值  
与实测值相比较小，且四折线模型的计算值与实测

值较接近，三折线模型和应力一次跌落模型的计  

算值与实测值相比较大，且三折线模型的计算值与

实测值较为接近，对比四折线模型和三折线模型  
可知，四折线模型计算的位移值与实测值更为接 
近。 

6  结  论 

（1）提出了四折线应变软化模型各直线段和相

应参数的确定方法。 
（2）采用 Mohr-Coulomb 屈服准则和相关联流

动法则，得到了桩周不同区域土体的位移、应力和

应变，同时得到了极限软化区半径、极限破坏区半
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径和极限扩张压力的计算公式。 
（3）结合工程实例，将四折线应变软化模型与

理想弹塑性模型、应力一次跌落应变软化模型和三

折线应变软化模型的柱形孔扩张理论进行比较，结

果发现，四折线模型和理想弹塑性模型的位移计算

值与实测值相比较小，三折线模型与应力一次跌落

模型的位移计算值与实测值相比较大，且四折线模

型与三折线模型相比，位移值更接近于实测值。 
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